
Ogólna teoria caªki

Lista 4

Zad 1. Niech µF b¦dzie miar¡ dan¡ przez dystrybuant¦ F . Obliczy¢ caªk¦
∫

X
f(x) dµF (x),

gdzie

a) F (x) =


0, x ∈ (−∞, 1

3
],

x2 x ∈ (1
3
, 1

2
],

1 x ∈ (1
2
, +∞)

f(x) =

{
x, x /∈ C,

x ln x x ∈ C,
X = R,

b) F (x) =


0, x ∈ (−∞, 1

3
],

1
3
x x ∈ (1

2
, 2

3
],

1 x ∈ (2
3
, +∞)

f(x) =

{
1, x /∈ C,

x x ∈ C,
X = R,

c) F jest dystrybuant¡ Cantora, f(x) = x, X = [−5, 7],

d) F (x) =


x3, x ∈ [0, 1

4
],

x + 1 x ∈ (1
4
, 2],

5 x ∈ (2, 3]

f(x) =


3n, x ∈ [ 1

5n+1 ,
1
5n ) \ C,

arctgx x ∈ C,

x ln x x ∈ (1, 3]

X = [0, 3].

Zad 2. Niech (N, 2N, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ licz¡c¡. Zbada¢ zbie»no±¢ jednostajn¡
ci¡gu funkcyjnego {fn}n∈N oraz zbie»no±¢ ci¡gu caªek

∫
N fn dµ, gdy

a) fn(k) =

{
1
n
, 1 ≤ k ≤ n,

0 k > n,
b) fn(k) =

{
1
k
, 1 ≤ k ≤ n,

0 k > n,
.

Zad 3. Niech (X, Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ sko«czon¡. Pokaza¢, »e je±li ci¡g funkcji
{fn}n∈N caªkowalnych zbiega jednostajnie do funkcji f , to limn→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X
f dµ.

Zad 4. Obliczy¢ lim infn→∞
∫

R fn(x) dx oraz
∫

R lim infn→∞ fn(x) dx, gdy

a) fn =

{
I[0, 1

2
], n jest nieparzyste,

I[ 1
2
,0] n jest parzyste,

b) fn =
1

n
I[−n,n], b) fn = nI[n,n+ 1

n
].

Zad 5. Obliczy¢ granice z nast¦puj¡cych wyra»e«

a)

∫
R

e−|x| sinn x dx, b)

∫ 1

0

n
√

x ln x dx,

c)

∫ ∞

0

(1 + x)n

1 + (1 + x)n
e−x dx, d)

∫
{x:|x|≤1− 1

n
}

x2n

2n
dx,

e) Σ∞
k=1 exp

{
−k

(
2 + cos

k

n

)}
, f) Σ∞

k=1

1

k2

(
1− min(k, n)

n

)
.

Zad 6. �atwo odgadn¡¢ granice caªek:∫ n

0

(
1− x

n

)n

e
x
2 dx,

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n

e−2x dx.

Sprawdzi¢, czy zostaªy one odgadni¦te poprawnie.


